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(Eingegangen am 9. August  1952) 

I t  is proved that  the knowledge of the structure factor and of its gradient in each poin~ of the 
reciprocal lattice is sufficient to calculate exactly the Q0-function of a crystal in its dependence 
on the respective Fourier coefficients. The Q0-function is defined as the square of folding (Fcdtungs- 
quadrat) of the electron-density distribution in a single lattice cell of the crystal. I t  is further shown 
how the gradient of the structure factor can be calculated from experimental data. For this purpose 
it is sufficient to use an approximate representation of the shape of the principal diffraction 
max imum of each reflexion by ten parameters. These parameters are: max imum (not integral) 
intensity of a reflexion and its displacement from the corresponding point of the reciprocal lattice 
and six components of a symmetrical tensor of the 'effective' shape factor. I t  is also shown that  
for a not too small crystal and for reflexions which are not too weak this tensor of the 'effective' 
shape factor is practically the same as that  obtained in Guinier's approximation. Two two-dimen- 
sional homometric structures of 'point atoms' are discussed from this point of view. 

I. Einleitung und Problemste l lung 

In  einer frfiheren Untersuchung (Hosemann & Bagchi,  
1953) ist  die Inversfourier t ransformierte  der ex- 
per imentel l  gewonnenen Intensi t / i tsvertei lung J(b) 
nach Division durch den Polarisations-,  Thomson- 
und  andere Korrektur faktoren  fl als Q-Funkt ion ein- 
gefiihrt  worden" 

Q(x) = ~ - l ( j / f l )  . (1) 

Das Symbol  ~ bezw. 9 -1 bezeichnet wie fiblich die 
Operat ion der Four ier t ransformat ion:  

l 

levy [-2~i(bx)]dv~; i~ -1 = I exp [2.~(bx)]dv~, 

wobei (2) 
b = (~-~o)/~ (3) 

der reziproke Ortsvektor im Fourierraum, s und  s o 
Einhei tsvektoren in  Rich tung  der gestreuten und  auf 
den Kris ta l l  auffal lenden R6ntgens t rah lung  und  $t die 
RSntgenwellenli inge ist. dvx, dv b sind Volumenelemente  
im physikal ischen R a u m  bezw. im Four ie r raum und 

(bx) ist  das skalare Produkt  des 0r tsvektors  b mi t  dem 
Ortsvektor x im physikal ischen Raum.  Is t  ~(x) die 
Elektronendichte-Vertei lung des gesamten Kris ta l ls  

2 

und Q0(x) diejenige einer Gitterzelle und  bezeichnet g 
das Fa l tungsquadra t  der Ortsfunkt ion g(x) 

2 - f  g(x/= g(y)g(x+y)dvy, (41 

wobei y ein bei der. In tegrat ion fiber d e n - g a r d e n  

physikal ischen R a u m  zu vari ierender zweiter Orts- 
vektor  mi t  dem Volumenelement  dv~ ist, so gilt  fiir  
die Q-l%mktion auch die Gleichung: 

2 

Q(x) = q .  (5) 

Ist  ferner Q0 das Fa l tungsquadra t  von ~0 und  zl(x) 
die Gi t terpunktfunkt ion,  so zeigte fl i t  den idealen 
Kris ta l l  die Q-Funkt ion eine sogenannte 'Daehziegel- 
s t ruktur '  

$ 

= -- Qo(z 1 s ) ,  (6) 
Vr 

2 

• Qo(x) -= e0; zl(x) = .~, P l ( x - x p )  • (7) 

Dabei  ist  s(x) die 'regul~re' Gestal t funktion,  die 
innerhalb  der h r Gitterzellen des Kris ta l les  den Wer t  1 
ha t  und  ausserhalb verschwindet,  vr ist  das Volumen 
einer Gitterzelle und  

gigs= gl(y)g~(x-y)dv~ 

das Fa l tungsprodukt  der Ortsfunkt ionen gl und  gg. 
Es wurde Ierner gezeigt, dass die Qo-Funktion yon 0" 
verschiedene Werte  nur  in einem Volumen hat ,  das das 
Achtfache yon vr betr~gt und  symmetr i sch  u m  den 
Punk t  x = 0 liegt. Also vereinfachte sich (6) zu einer 
Summe aus hSchstens acht  Summan ten :  

2 

Q(x) = -  ~ Qo(x-xp)  s (xp) . (8) 
Vr p=l 
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Qo(x-x~) 1 

Berechnet man nun Q(x) mittels (1) an acht verschiede- 
nen Stellen x+yq  bei konstantem x, wobei yq ebenso 
wie xp die Lage der Ecke einer Gitt~rzelle ist, so konnte 
man damit  aus acht Gleichungen (8) mit den gleichen 
acht Unbekannten Qo(x-xp)  diese Qo(x-xp)  eindeutig 
ausrechnen: 

Q(x + yl)Q (x~ + yl) . . . Q(xa + yl) 

Q(x + y~) Q(x~ + y~) . . . Q(x s + y~) 

Q0(0) [DI 
(9) 

Dabei ist auch IDI eine achtreihige Determinante der 
berechenbaren Q(x~+ yk) : 

[nl = IQ(xi+yk)l .  (10) 

Im folgenden soll nun ein N~herungsverfahren ange- 
geben werden, mittels dessen man die Fouriertrans- 
formation (1) ohne nennenswerte Schwierigkeiten 
durchfiihren kann. Dabei wird sich zeigen, dass die 
nun auch nur in N/~herung erhaltene Q-Funktion an 
sich mit der wahren Q-Funktion nicht sonderlich gut 
fibereinzustimmen braucht. Das Ziel der Strukturbe- 
st immung ist aber lediglich die genaue Ermit t lung 
yon Q0. Wenn nun die N~herung ftir Q vom Typ 
einer 'Dachziegelstruktur'  ist: 

8 

Q(x) = Z_, Q o ( x - x p ) . M p  , (11) 
p = l  

wobei die achtreihige Determinante der Mp nicht ver- 
schwinden daft, so kann man offensichtlich hieraus 
wieder mittels (9) und (10) Qo(x)/Qo(O) gewinnen, ohne 
dass dabei die Gewichte Mp absonderlich gut mit  den 
durch die exakte Gestaltfunktion gegebenen Werten 
2 

s (xp)/vr iibereinzustimmen brauchen. 
Hat  man aber Qo(x) wirklich recht genau auf diese 

Weise aus dem an sich ungenauen Q(x) separiert, so 
gibt es, wie Hosemann & Bagchi (1952) zeigten, beim 
Vorliegen eines Symmetriezentrums yon ~0 die MSg- 
lichkeit, aus Q0 die gesuchte Elektronendichte-Ver- 
teilung einer Gitterzelle mittels des Verfahrens nach 
Faltungspolynomen zu berechnen. Noch leichter kann 
durch ein einfaches Rekursions verfahren aus der 
gerasterten Q0-funktion die gesuchte Elektrondichte 
verteilung gewonnen werden. Oder man transfor- 
miert Q0 in den Fourierraum und erh/ilt damit  den 
Strukturfaktor  If(b)[ 2 in seinem gesamten Verlauf als 
analytische Funktion 

~(Q0) = If(b)[ 2. (12) 

Durch Studium seiner Nullstellen kann man den Vor- 
zeichenwechsel der Strukturampli tude f bestimmen 
und finder damit  die richtigen Vorzeichen der Fourier- 
koeffizientenf(bh) des in eine Fourierreihe entwickelten 
Elektronendichteverlaufes des unbegrenzt grossen 
Kristalles. 

Ziel der vorliegenden Untersuehung ist es, die not- 
wendigen und hinreichenden Details jedes Kristall- 

reflexes aufzufinden, die zu einer derartigen Separa- 
tion yon Q0 ausreichend sind, wobei man mit  mSglichst 
wenigen Strukturparametern auszukommen trachtet ,  
um dadurch die Rechenarbeit  mSglichst gering zu 
machen. Es wird sich im folgenden § I I  zeigen, dass 
dazu neben der Kenntnis des Struktm~aktors diejenige 
seines Gradienten an jedem reziproken Gitterpunkt bh 
in gewissen F~llen ausreicht. Die weiteren Abschnitte 
besch/~ftigen sich mit  der Frage, wie man diese Gra- 
dienten experimentell bestimmen kann. Dazu wird 
zun~chst in § I I I  aus einer yon Guinier (1939a, b) fiir 
amorphe Haufwerke gegebenen N/~herung die Be- 
schreibung des Beugungshauptmaximums jedes Kri- 
stallreflexes durch einen Gestalttensor abgeleitet. In 
§ IV wird der Strukturfaktor  in jedem reziproken 
Git terpunkt in eine dreidimensionale Taylor'sche 
Reihe entwickelt und gezeigt, in welchen F~llen schon 
das quadratische Glied dieser Potenzreihe zu vernach- 
l~ssigen ist. Damit  best~tigt sich dann umgekehrt  ein 
schon in § I I  gefundener Sachverhalt. In § V wird 
zun~chst jeder Reflex durch zehn Parameter  fest- 
gelegt, yon denen die drei Parameter  der Reflexver- 
schiebpng yon besonderer Wichtigkeit sind.* Die For- 
meln werden angegeben, mittels derer man aus dieser 
Reflexverschiebung den Gradienten des Struktur- 
faktors berechnen kann. In  § VI werden zwei zwei- 
dimensionale, zueinander homometrische Punktstruk-  
turen berechnet. W~hrend ihre Strukturfaktoren in 
allen reziproken Gitterpunkten einander vSllig gleich 
sind, unterscheiden sich die Gradienten der Struktur- 
faktoren in den einzelnen reziproken Gitterpunkten 
ganz wesentlich. Damit  zeigen auch die Feinheiten 
des Streudiagrammes, vor allem die drei Parameter  der 
Reflexverschiebung experimentell zugiingliche Ab- 
weichungen. 

In  § VII  wird die experimentelle Verwirklichung der 
hier entwickelten Methode besprochen. 

II. Die D a c h z i e g e l s t r u k t u r  de r  0 - F u n k t i o n  is t  
du rch  die Wer te  des S t r u k t u r f a k t o r s  und  seines  
Grad i en t en  in j e d e m  zu r  Beobach tung  ge langenden  

Reflex exak t  fes tgelegt  

Es sol1 bewiesen werden, dass sich bei Kenntnis des 
Struktuffaktors und seines Gradienten in jedem zur 
Beobachtung gelangenden reziproken Gitterpunkt eine 
Q-Funktion berechnen 1/isst, aus der die exakte Q0" 
Funktion mittels des Determinantenquotienten (9) 
gewonnen werden kann. 

Es sei IS(b)J 2 der Gestaltfaktor des Kristalles. Er  er- 
gibt sich durch Fouriertransformation des schon in (6) 
eingeffihrten Faltungsquadrates der Gestaltfunktion 
s(x) des Kristalles zu: 

* Schon Wallner (1948) hat an den Kleinwinkelmeridian- 
reflexen synthetischer Eiweisse mit einfachen experimentellen 
Mitteln derartige Reflexverschiebungen festgestellt. Er ging 
in seiner Untersuchung aUerdings den umgekehrten Weg, 
setzte den Strukturfaktor und seinen Gradienten als bekannt 
voraus und errechnete die KristallitgrSsse bezw. den Gestalt- 
tensor aus der beobachteten Reflexverschiebung. 
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Es sei ferner 

2 

l~(b)l ~ = ~ ( s  ) .  

Z~/,~(b) = 1 ~  p l ( b _ b a )  
v r a  

1 if(b)l~.ZX/~lSl~ J (b ) /~  = v~ 

DIE BERECHNUNG DER Q0-FUNKTION 

Es soll nun untersucht werden, in welchen Fallen der 
(13) Ansatz 

[f(b)l 2 = [f(bh)I2+(b-bh, Grad If(bh)l 2) (21) 

(14) die sogenannte 'Feinstruktur' jedes Reflexes in aus- 
reichender Weise ffir die oben umrissene Problem- 
stellung beriicksichtigt. Setzt man nun 

J / f l  = J l  ÷ J 2  , (22) 

so folgt, dann aus den Gleichungen (17)-(22)" 

1 
J1 -- ~ ~ l f (bDl~ iS (b -bDI  2 = _1 (iflaZ~/,OlS]2 , (23) 

Vr h Vr 

1 
53 = ~ ~ (b -bh ,  Grad ]f(bh)] 2) IS(b-bh) l  2 = 

Vr (24) ] 
- - (Grad Ifl2Z~/'O(blS(b)12) . 
Vr 

Hieraus erh~lt man durch Inversfouriertransforma- 
tion wieder unter  Benutzung des Faltungstheorems die 
gen~herte Q-Funktion, wenn man die folgenden Re- 

(17) lationen beachtet (Beweis s. Anhang I): 

~--1 (Grad Ifl 2) = - 2 ~ i x Q o ,  ] 

/ (25) 
1 Grad~ ~-~(blSI u) = ~ 

(18) Es ist also 
2 2 

s (z Qo) = s 
~-1(J1)  v~ v~ Q ° ( x - x ~ )  " (26) 

zlQo entspricht bis auf einen Proportionalit~tsfaktor 
v511ig der Patterson-Funktion,  wie an anderer Stelle 
gezeigt wurde (Hosemann & Bagchi, 1953). Diese ist 
aber in (26) mit der stetig mit  wachsendem Ix[ ab- 

2 

nehmenden Ortsfunktion~(x) zu multiplizieren. Ferner 
ist unter  Beachtung yon (25) 

2 

Grad s 
~ - l ( j ~ )  - -  .(z~(xQo)) . (27) 

Vr 

Ebenso wie man aus (6) in (8) eine Summe mit  acht 
Summanten erh~lt, so gewinnt man aus (27): 

2 
~ _ l ( j 2 )  1 s = - - -  ~ ,  ( x - x ~ ,  Grad s ( x ) ) Q o ( x - x ~ ) .  (28)' 

Vr p 
2 

Entwickelt  man nun auch ~" im Punkte  x in eine 
Taylor'sche Reihe, so erh~lt man ganz entsprechend 
(21)" 

2 2 2 

7(x ) s = Grad s (x)) 

+ Summanten in ( x v - x )  ~ usf. (29) 

Dann und immer nur dann, wenn alle Summanten 
hSheren Grades als Eins vernachl/~ssigbar sind, folgt 
somit aus (26)-(29) 

An sich weist die Ortsfunktion 

Z1/,~]SI ~ = _1 . ~  iS(b_bh)[~ " 
Vr h 

im Fourierraum um jeden Ort bh herum den gleiehen, 
dutch den Gestaltfaktor (13) gegebenen Verlauf auf. 
Da diese Funkt ion  aber entsprechend (17) mit  dem 
dureh (12) definierten, in jedem Orte stetigen Struktur-  
faktor  multiplizie.rt werden muss, so hat  insgesamt die 
gestreute Intensit/~t J(b)  in  jedem Reflex einen an- 
deren Verlauf, der in charakteristischer Weise durch 
die St ruktur  einer Gitterzelle des Kristalles best immt 
ist. 

Es seien xl, x2, x a und bl, b2, b s orthogonale, zuein- 
ander parallele Koordinaten der Ortsvektoren x und b 
und sl, s2, s s Einheitsvektoren in Richtung der drei 
Koordinaten achsen :* 

x = x~s l+x2s~+xasa ,  
(19) 

b = b l s  1-4- b~s2 + bas s . J 

Der Gradient des Strukturfaktors  ist definiert durch 

alf[ ~ 8If[ 2 ~lf] 2 
a r i d  I/I - T (20) 

OOl o o 2  v o 3  

* Von einer Kennzeiclmung der Vektoren durch kursive 
Sehrift karm hier abgesehen werden, ohne dass dadurch Ver- 
weehslungen mit skalaren GrSssen zu befiirehten sind. Als 

2 

V e k t o r e n  t r e t e n  a u s :  x,  y ,  b, c, al, s~, s3: G r a d  f~,  p ,  G r a d  s ,  
ferner der Verschiebungsvektor d bezw. ~h ira normierten, 
dutch den Ortsvektor h gekennzeielmeten Fourierraum sowie 
die Eigenvektoren Ti, Ki, Gi der Tensoren ~, ~R, (~. Ein 
weiterer, an diese Zeichen gehi~ngter Index 1, 2, 3, i oder k 
kennzeichnet die Komponente des Vektors in Richtung des 

• Einheitsvektors sl, sg, s 3, si, sk. 

P l ( b - b h )  = 0 fi ir b ~= bh, (15) 

P l ( x - x v )  = 0 ftir x 4 xv, (16) 
mit 

l Pl(b-b,,l v  = S P (x-x,l v  = 1  

Mittels des Faltungstheorems der Fouriertransforma- 
tion folgt dutch Fouriertransfprmation aus (6) ent- 
sprechend (1) flit die gestreute Intensitii t :  

der Gitterfaktor des Kristalles, der ganz entsprechend 
(7) wieder eine Git terpunktfunktion ist, die allein an 
den Orten bh des reziproken Gitters yon Null ver- 
schiedene Werte hat.  Die Punktfunkt ion ist in beiden 
Ri~umen definiert durch 
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2 2 
1 s,-, 1 ~ - "  

~-1(J l+J9  ) - - - . , ~ , s ( x p ) Q o ( x - x p )  = - Q o ( z l s ) .  (30) 
Vr p Vr  

Dieses ist offensichtlich nichts anderes als die schon 
in (6) und (8) dargestellte Q-Funktion. Wie ferner in 
(9)-(11) gezeigt wurde, kommt es bei der Berechnung 
von Qo aus Q gar nicht an auf die besonderen Werte 

2 

von M p  ,~ s (xp)/v~. Man wird also irgend eine Gestalt- 
funktion s(x) w~hlen, die einen Kristall mit aus- 

2 
i--a 

reichend vielen Gitterzellen umfasst. Dann ist 8 im 
Bereich einer Gitterzelle in jedem Falle schon durch 
die ersten beiden Summanten der Taylor'schen Reihe 
(29) geniigend genau wiedergegeben. Man erh~lt damit 
das folgende Resultat: 

Sind in den zur Beobachtung gelangenden Reflexen 
die Maximalintensit~tten J(bh) und ihre Gradienten 
Grad J(bh) bekannt, so li~sst sich bei Wahl eines ge- 
ntigend schmalen, sonst aber beliebig gew~hlten G e- 
staltfaktors die gestreute Intensit~t durch den Ansatz 
(21)-(24) in einer Weise darstellen, dass die aus ihr 
gewonnene Q-Funktion mit ausreichender Genauigkeit 
die Dachziegelstruktur der Gleichung (11) zeigt und 
damit eine Berechnung yon Qo nach Gleichung (9) und 
(10) mSglich ist. 

Es ist eine andere, welter unten zu kl~rende Frage, 
auf welche Weise und mit welcher Genauigkeit man 
die Gradienten des Strukturfaktors in den reziproken 
Gitterpunkten berechnen kann. Hier sollte allein be- 
wiesen werden, dass man bei ihrer genauen Kenntnis 
ein Verfahren angeben kann, mittels dessen die Q0- 
Funktion exakt berechenbar ist. 

III. Der Gesta l t tensor  ~: als  N~iherung ftir das 
B e u g u n g s h a u p t m a x i m u m  eines Krista l lref lexes  

Ist v das Volumen eines Kristalles, so ist die Gestalt- 
amplitude S(b) definiert durch 

S(b)  -- f exp [ - 2 ~ i  (bx)]dv~ 

= I s (x)  exp [ - 2 7 d ( b x ) ] d %  = ~(s) .  (31) 

Entwickelt man mit Guinier (1939a, b) die Ex- 
ponentialfunktion in eine Potenzreihe und definiert 

mit 1 f 
x = v xdv~ 

l) 

die Lage des Schwerpunktes des Kristalles, mit 

A~ b -~ -9 I I (bx) (32) = xb--Xb = V ~ ( x - x ) 2 d % ;  xb - lb] 

das Sehwanktmgsquadrat der Projektion yon x - ~  auf 
die Riehtung yon b, so folgt aus (31) 

S(b) = v e x p  [ - 2 ~ i  (b~)] (1-2~2b2A~b 

+ Summanten hSheren Grades in b). (33) 

Da in der Intensit~tsformel (17) nur der Betrag yon 
S auftritt, so genfigt es, wenn im folgenden der Fall 

= 0 allein diskutiert wird. Hat  die Kristallform ins- 
besondere bei x - - 0  ein Symmetriezentrum, so ver- 
schwinden in (33) alle Summanten ungeraden Grades 
yon b. Die Summanten vierten, sechsten, achten usf. 
Grades lassen sich mit Guinier anniihern durch 

S(b) = v exp [-2~2A~bb~]; IS(b)[ 9 
= v 2 exp [-4~2A~bb 2] . (34) 

Dabei ist der in b quadratische Summant der Potenz- 
reihe (33) stets exakt wiedergegeben. In  der eigent- 
lichen Guinier'schen N~herung wird S noch fiber alle 
Raumwinkel gemittelt. Da der r~umliche Mittelwert 
x~ der Projektion yon x 2 auf die Richtung yon b 
gegeben ist durch x2/3, so lautet die eigentliche 
Guinier'sche N~herung 

S(b) = v exp [-2~2A2/3]; 
IS(b)[ 2 = v 2 exp [-4~2A2/3],  (35) 

wobei 

A2 = v x 2dv~ 
?) 

und A dem Tr~gheitsradius der Kristallform ent- 
spricht, falls die Dichte den Wert 1 hat (Rayon de 
gyration). Die Gleichung (35) stellt eine kugelsymme- 
trische Ortsfunktion dar und eignet sich im Gegensatz 
zu (34) nur fiir fast globul~re Partikel (vergl. hierzu 
z. B. Hosemann (1951) und Porod (1948, 1949)). Aus- 
gangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen sind darum 
die allgemeiner gfiltigen Gleichungen (34). Da in 
ihnen S 2 monoton mit wachsendem Streuwinkel gegen 
Null geht, werden durch diese Ni~herung die Beugungs- 
nebenmaxima eines Kristallreflexes nicht wiederge- 
geben. Dieses ist insofern kein Schaden, als diese 
Nebenmaxima nur in ganz aussergewShnlichen F~llen 
experimentell beobachtbar sind (vergl. z .B.  Yudo- 
witch (1949)). Ausserdem mittelt (34) in sehr be- 
friedigender Weise fiber die Integralintensit~t all dieser 
Beugungsnebenmaxima. Fiihrt man nun auch hier 
die durch (19) gegebenen orthogonalen Koordinaten 
ein und definiert 

Ai~ = v xixkdv~ , (36) 

wobei xi, x~ die Komponenten yon x in Richtung s 
und sk sind, so folgt 

b2A~b = .Z, .,Y, Aikbibk .  (37) 
i k 

Die GrSssen vA19, vAla,  vA2a entsprechen den De- 
viationsmomenten eines starren KSrpers mit der 
Dichte 1, der die Gestalt des Kristalles hat. Und es 
gilt stets 

Aa, = A k i .  (38) 

Die Doppelsumme (37) hat  darum einen konstanten 
Weft fiir alle Ortsvektoren b, die auf einer Fl~che 
zweiten Grades im Fourierraum endigen. Diese hat 
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wegen A,i > 0 die Gestalt eines Rotationsellipsoides, 
dessen Mittelpunkt bei b = 0 liegt. Man definiere 
weiterhin einen symmetrischen Tensor 

= ~T~I T ~  T ~ / ,  T ~  = T~, .  (39) 

\Ta l  Tsz Taa/ 

Dieser l~sst sibh auch als Summe yon drei dyadischen 
Vektorprodukten anschreiben: 

~: ---- T~. s~ + T~. s~ + T a . s a , (40) 

wobei jeder Eigenvektor T i gegeben ist durch 

Ti = Tizaz + Tipsy. + Tiss a (41) 

und T~ die Komponente des Vektors T~ in Riehtung 
des Einheitsvektors s~ ist. Multipliziert man den Post- 
zedenten oder Antezedenten yon ~ skalar mit  b, so 
erh~lt man wegen der Symmetrie des Tensors in 
beiden Fgllen das gleiche Resultat .  Dieses quadriert 
ergibt 

(b~:)~ = ( ~ b ) Z =  9 ~ ~ bz(Tn + T~ + T~)+ . . . + 
+2bxb~(TnT~+ T~Tz~+ TalTS~ ) + . . . .  (42) 

Der Koeffizientenvergleich mit  (37) ffihrt auf die 
folgenden Bedingungsgleichungen ftir den durch sie als 
Gestalttensor definierten Tensor ~ :  

Ai~-- (TiT~). (43) 

Dabei ist wieder (TiTk) das skalare Produkt  der 
Eigenvektoren T~ und T~. Die N~herung fiir den 
Gestaltfaktor lautet  also einfach 

IS(b)I ~ = v ~ exp [ - 4 ~ e ( b ~ )  ~] . (44) 

Ftir einen Kristall  vorgegebener Gestalt sind dureh 
(36) die neun GrSssen Aik eindeutig festgelegt. Da- 
durch wird durch das Gleiehungssystem (43) gleich- 
falls der Gestalttensor mit  seinen neun Komponenten 
Tik eindeutig definiert. Zu jeder Gestalt geh6rt also 
ein und nur ein Gestalttensor. Doch gibt es fiir einen 
vorgegebenen Gestalttensor eine unendliche Mannig- 
faltigkeit yon Kristallen unterschiedlicher Gestalt. 
ttierftir gibt Fig. 1 im Fall  eines zweidimensionalen 
Kristalles ein Beispiel. Dabei ist vereinfachend das 
Koordinatensystem sz, s~ in die Richtung der Haupt-  
achsen yon ~ ,  in der Fi~. 1 mit  T 1 und T~ bezeichnet 
geleg~. 

Es ist also Az~ = (TzT~)= O, so dass in diesem 
Falle beide Eigenvektoren senkrecht aufeinander 
stehen. In  Anhang I I  wird bewiesen, dass alle Parallel- 
epipede, die zu diesem Gestalttensor gehSren, eine 
Ellipse mit  den Achsendurchmessern ]T~]2/~/3 und 
1T~[2/~/3 yon aussen mit  allen vier Seiten beriihren 
mfissen. Aber auch ein elliptischer Kristall  mit den 
Hauptaehsendurchmessern 4]Tx[ und 14T~[, gleich- 
falls in Fig. 1 eingezeichnet, fiihrt auf denselben 
Gestalttensor ebenso wie unziihlige andere Kristalle 

gewisser anderer Gestaltformen.* Diese Vieldeutig- 
keiten werden bei den folgenden Betrachtungen jedoeh 
keinerlei Bedeutung haben, weil allein die Yrage ge- 
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. / \ \  
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ji/ ....." . . . . . . . .  ..., 
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: " : I ~Y t 

a..-,,,__ ..j..z::..'_./!._l 

\ / 

Fig. l. Die Eigenvektoren T a und T 2 eines zweidimensionalen 
Gestalttensors und versehiedene zweidimensionale Kristall- 
gestalten, die alle diesen gleichen Gestalttensor haben. 
. . . .  Recht~ck, - - . - -  Parallelogramm, - - - - - -  Rhombus, 
. . . . .  Ellipse. Weitere Erkl~rungen s. An_hang II. 

stellt ist, Q0 eindeutig zu bestimmen, und dieses nach 
Voraussetzung unabh~ngig sein muss yon der ~usseren 
K:ristallform. 

IV.  G r a d i e n t  u n d  K r i i m m u n g s t e n s o r  d e s  
S t r u k t u r f a k t o r s  

Neben dem sehon in (20) definierten Gradienten des 
Strukturfaktors  interessiert hier auch sein Kriim- 
mungstensor ~. Insbesondere ist zu untersuchen, in 
welchen F~llen die Taylor'sche Reihenentwicklung des 
Strukturfaktors  in einem reziproken Git terpunkt  bh 
schon bei dem in b quadratischen Summanten abge- 
brochen werden darf, der Kriimmungstensor also in 

die Auswertung nicht mit eingeht. Es seien 

~b~abk (45) 

die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung des Struk- 
turfaktors am Orte bh. Da If(b)[ 9 als Fouriertransfor- 

* Ftir einen Kreis mit dem Radius R ist nfiznlieh A n ---- 
A~ = R~/4. Fiir eine Kugel mit dem Radius R ist A n = 
A22 ---- Ass ---- R2/5. Ftir eine Ellipse mit den Hauptachsen- 
durchrnessern 2R1, 2R2, 2R s ist Aii=/~./5 und stets Alz -- 
A1s = A~s = O. 
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mierte der im physikalischen Raum begrenzten 0rts- 
funktionen Q0 analytisch ist, ist stets 

Bik = Bk~. (46) 

Der symmetrische Kriimmungstensor ~h = ~(bh) 
am Orte bh ist definiert durch 

/ K l l  Kl~ KI3~ 
~a = ~K91 Kgs gsa] ; Kik = gk i .  (47) 

\K31 Kas K33/ 

Auch hier kann man, analog (43), seine drei Eigen- 
vektoren K,, Ks, K 8 eindeutig definieren durch die 
neun Bestimmungsgleichungen 

Bik = (KiKk).  (48) 

Entwickelt man nun den Strukturfaktor am Orte bh 
in eine Taylor'sche Reihe, so ergibt sich" 

]f(bh +c)l ~ = If(bh)t s + (c Grad If(bh)l 2) + 
+ ½ (c ~h) s + Summanten hSheren Grades in c. (49) 

Dabei ist der Vektor c gegeben durch 

c = b - b h .  (50) 

Zur Abkiirzung ffihrt man den Vektor p und die 
skalare GrSsse f~ sowie die Tensorkomponenten kik 
ein" 

p = Grad If(bh)ls/If(bh)]~; f~ = [f(bh)l s , (51) 

Bik 
k~k = Ai~ 8 ~  I f(b~)l s . (52) 

Entwickelt man nun die durch (17) gegebene Inten- 
sit~tsverteilung in einem Reflex unter Substitution 
von (34)-(37) sowie (45)-(52) in eine Potenzreihe yon c, 
so folgt 

J(ba+c)/fl ~ s 1 (.~, (ViVkSik)_[_.. . ) .  

( 1 - 4 ~  s (/7 cic,Ai~) + . . .  ) = 

= vSf~( l+(cp)--4~.2 ,  c~ckkik+.. .) .  (53) 
ik 

Man sieht aus (52), dass der Kriimmungstensor immer 
dann vernachl~issigbar ist, wenn fiir alle neun Kom- 
ponenten gilt 

Bik ] 
8~sf~(TiT,  ) < 1. (54) 

Anderenfalls verkleinert ein positiver Krfimmungs- 
tensor die Tensorkomponenten k~,, I/isst also den 
Reflex verbreitert erscheinen, w£hrend ein negativer 
Kriimmungstensor ihn schmaler macht. 

Die Bedingungsgleichung (54) ffir die Vernachl~ssig- 
barkeit des Krfimmungstensors kann man auch noch 
in einer anderen Form schreiben. Dazu ffihrt man die 
Mfller'schen Indices h~, hs, h a und die Kantenvektoren 
a~, a s, a s einer Kristallgitterzelle ein. Beachtet man 
ferner, dass bis auf einen in der Niihe yon 1 liegenden 

Zahlenfaktor der Quotient ITi]/lai] die mittlere Zahl 
der Gitterzellen Ni des Kristalles in der Richtung si 
angibt, so folgt aus (54) 

I O~f~/Oh~ohk 
8~sNiNkf~ [ < 1.  (55) 

Diese Bedingung ist fiir nicht zu schwache Reflexe 
und fiir Kristalle, die linear aus jeweils mindestens 
Ni---5 Gitterzellen bestehen, sicherlich erfiillt. Nut 
besonders schwache Reflexe werden dieser Un- 
gleichung nicht gehorchen. Ihre Fourierkoeffizienten 
f~ ver~ndern aber infolge ihrer Kleinheit den Verlauf 
der Q0-Funktion so wenig, dass man yon dieser 
Anomalie absehend ftir 

lV~ > 5 (56) 

sicher in den meisten F~llen die Taylor'sche Reihe 
(49) schon nach dem zweiten Summanten abbrechen 
daft. 

Ist dagegen der Krfimmungstensor ~ in gewissen, 
vor allem schwachen Reflexen nicht gegeniiber dem 
Gestalttensor ~ vernachl~ssigbar, so zeigen diese Re- 
flexe schon in der Guinier'schen N~iherung eine andere 
Gestalt, was im ni~chsten Abschnitt gezeigt werden 
soll. Man hat also grunds~tzlich stets die MSglichkeit, 
die Giiltigkeit yon (55) rein aus experimentellen Daten 
zu fiberpriifen. Diese Bedingungsgleichung, insbe- 
sondere aber Ungleichung (56), steht in engem Zu- 
sammenhang damit, dass in (29) die in x quadratischen 
Glieder vernachl~ssigbar sind, denn auch dort wurde 
ganz entsprechend (56) gefunden, dass fiir einen aus 
geniigend vielen Gitterzellen bestehenden Kristall die 

2 

0rtsfunktion s(x) innerhalb einer Gitterzelle linear 
angen~hert werden darf. 

V. Die N~iherungsgleichung fiir einen Reflex 

In Erinnerung an das in § I I I  Gesagte sind die ex- 
perimentell zug~nglichen Daten eines Kristallreflexes 
vor allem gegeben durch: 

(a) einen Parameter seines Maximalwertes Jh, max., 
(b) drei Parameter seiner Lage bh+d, 
(c) sechs Parameter seines nach der N~iherung (44) 

berechneten 'effektiven' Gestalttensors (~. 

Dabei ist d der Verschiebungsvektor, der die Ver- 
schiebung des Maximums des Reflexes aus dem Gitter- 
punkt bh des reziproken Gitters kennzeichnet. Man 
macht nun zweckmiissig fiir den in der NiChe yon bh 
liegenden Reflex den Ansatz 

J(b-bh)/fl  = v ~ f ~  exp [ -4~2(c -d ,  (~)2]. (57) 

I)abei ist c~ eine noch n~iher zu bestimmende skalare 
GrSsse. Der Reflex hat am Orte 

b = bh+d  (58) 
selnen Maximalwert 
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Jh, m~./fl =- vZ~xf~. (59) 

Die neun Komponenten des effektiven, symmetrisehen 
Gestalttensors (~ seien: 

\ a  al aa~ Gas/ 

Seine drei Eigenvektoren G, shad wieder entspreehend 
(43) und (48) definiert dutch 

(GiGs) = a i , .  (61) 

Entwiekelt man nun (57) in eine Potenzreihe, so ergibt 
sich 

4 / f l  = vg"a f~  ( 1 - 4 =  9. • d,a~,a,s 
,s 

+ 8= ~ .Z cid, a~s -4=  ~ .Z cicsa~s). 
iS iS 

Der Koeffizientenvergleieh mit  (53) ergibt die folgen- 
den zetm Gleiehungen: 

1 = c~(1-4= ~.~ didsGis), (62) 
iS 

Pi = 8 ~  o¢.~, d~Gis , (63) 
k 

kis = c~Gis • (64) 

Aus (62) erreehnet sieh die unbekannte GrSsse c~ zu 

c~ = exp [4= 2. ~ didkG~s] = exp [4~Z(d6_J)~]. (65) 
ik 

Damit  ist aueh aus J~-a~. entsprechend (59) f~ be- 
stimmbar. Der allen Reflexen gemeinsame Propor- 
tionalit~tsfaktor v ~ stSrt bei der weiteren Struktur- 
bestimmung nieht. Aus (63) lassen sieh sodann die 
drei Unbekannten Pi mad damit  auch der gesuehte 
Gradient des Strukturfaktors berechnen. Die Gleiehung 
(64) schliesslich lehrt, dass der effektive Gestalttensor 
proportional ist zu der durch (52) gegebenen Differenz 
yon Gestalttensor und Kriimmungstensor. Da ersterer 
fiir alle Kristallreflexe gleich ist, und ~ dureh (65) 
berechnet wurde, kann man durch Vergleich der ein- 
zelnen Reflexe den Y~rtimmungstensor separieren. Ist  
dieser insbesondere bei Giiltigkeit yon (54)-(56) ver- 
nachl~ssigbar mad c~, wie meist im Experiment, sehr 
nahe bei 1, so haben alle Reflexe praktisch die gleiche 
Gestalt. Legt mdn das Koordinatensystem in die Rich- 
tun~ der Haurtaehsen yon 6.J, so fol~t dann einfaeh 
aus (63) ~iir alle drei Komponenten 

ef~/ ob s = 8:~dsT~,f~ . (66) 

Fiihrt man insbesondere im Fourierraum orthogona- 
lisierte und normalisierte Koordinaten hi, h~,h a ein 
derart, dass jeder reziproke Gitterpunkt einem ganz- 
zahligen Wertetripel hx, h~, ha zugeordnet ist, und ist 

~-~ s~ + ~-~ s~ + -~-~, a (67) 

D I E  B E R E C H N U : N G  D E R  Q 0 - F U N K T I O N  

der Gradient des Strukturfaktors in diesem nor- 
malisierten Raum, so folgt fiir den Verschiebungs- 
vektor 0h eines Reflexes nun bis auf einen nahe bei 1 
liegenden Zahlenfaktor 

1 Gradhf ~ 
oh = 8=~z~--7. y~ . (68) 

~iLhrt man weiterhin die Halbwertsbreite A~ des Re- 
flexes in Riehtung k im b- oder h-Raum ein, fiir die 
entspreehend (44) gilt 

V ~ 2  0,26 0,26 
Ak =T---~- - T~- bezw. = Nk ' (69) 

so ergeben sieh die Komponenten des Versehiebungs- 
vektors d i m  b-Raum bezw. des Verschiebungsvektors 
Oh im h-Raum zu 

Grad f~ bezw. d = 0,2A~. f ]  

Oh = 0,2A~-Gradhf~ . (70) 

Die Verschiebung erfolgt also proportional zum 
Quadrat der Reflexbreite. Ffir den Komponenten- 
quotienten dk/As aber grit 

d d A ~  = 0,06 ~f~ 1 ~h--~ T j ~  bezw. 

~f~ 1 
Ohs/A k = 0,06 ah---~" N s f ~  " (71) 

Die Verschiebungskomponenten shad im Vergleich 
zu den Reflexbreiten also umso kleiner je grSsser Ts 
bezw. Ns ist. Ein an sich breiter Reflex verschiebt 
sich ceteris paribus stgrker als ein yon einem grSsseren 
Kristall erzeugter schmalerer Reflex. Streukammern 
mit  merklichem Kollimationsfehler erzeugen dagegen 
start  der an sich scharfen Reflexe mit den relativ 
geringen Verschiebungen welt breitere Reflexe der 
gleich geringen Verschiebung mad machen damit die 
Bereehnung des Gradienten aus Gleichung (66) un- 
genau, wenn nicht sogar unm6glich. 

Um also nach dem hier angegebenen Verfahren 
Kristallstrukturen zu bestimmen, sind Streukammern 
mit genfigend hoher Zeichenschgrfe erforderlich. 
Diese Anforderung an die Zeichenschgrfe ist umso 
gr6sser, j e gr6sser die zu analysierenden Kristallite 
sind. Die experimen~ellen Untersuchungen yon Wall- 
ner (vergl. Fussnote S. 405) zeigen jedoeh, dass eine 
Verwirklichung der vorgeschlagenen Methode fiir eine 
gr6ssere Stoffgruppe m6glieh sein wird. 

VI. H o m o m e t r i s c h e  Strukturen  

Zwei bereits frtiher diskutierte homometrisehe Punkt-  
strukturen (Hosemarm & Bagehi, 1953) sind noeh- 
reals in Fig. 2 dargestellt. Fig. 3 zeigt die daraus 
erreehneten Strukturampli tuden an den einzelnen 
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Fig.  2. Die  Git terzel len von  zwei zue inander  homomet r i s chen  
zweidimensionalen P u n k t s t r u k t u r e n  (Beispiel nach  C. Her -  
mann) ,  geder  P u n k t  h a t  das  Gewicht  1. 

Git te rpunkten  bh. Da  f ( b h ) = f * ( - - b h ) ,  genfigt die 
Dars te l lung yon zwei Quadranten.  Die Struktur-  
ampl i tude  ergibt  sieh f/ir das eine Modell zu 

f (b)  = 2 cos ~h 1 cos ~h2(1 + 8  cos {~h 1 cos ~hg)+ 

2 sin ~hl sin ¼h~, 

fiir das andere Modell folgt 

f (b)  = 2 cos ¼h 1 cos ~h9 (1+4  cos ~h1+4 cos ~h2)+ 

2 Sin ~h 1 Sin ¼h 2 . 

Man sieht, dass alle Reflexe aus gemischt  geraden und  
ungeraden Indices hi, h2 verschwinden und  die Struk- 
tu rampl i tude  wegen des Symmet r iezen t rums  der Git- 
terzelle tiberall  reell ist. Die S t ruk tu rampl i tuden  beider 
Modelle unterscheiden sich nur  in einigen Reflexen im 
Vorzeiehen, die St rukturfaktoren  sind also in allen 
reziproken Gi t te rpunkten  yon Modell zu Modell iden- 
tiseh. D a r u m  liegt, wie bekannt ,  eine Mehrdeutigkei t  
vor, die sich n u t  bei Diskussion aueh des Gradienten 
yore S t ruktur faktor  beheben 1/~sst. Es  ist  bier einfach 

Gradh f2 / f  2 = 2 G r a d h f / f  . (72) 

Die beiden Komponen ten  dieses Vektors sind, jeweils 
un tere inander  geschrieben, f/Jr alle yon Nul l  ver- 
sehiedenen Reflexe in Fig. 4 dargestellt .  Auch hier 
genfigt wieder die Darstel lung in zwei Quadranten,  da 
das Gradientenfeld bei b = 0 ein Ant isymmetr ie -  
zen t rum hat .  Die Unterschiede zwischen beiden Struk- 
turen  sind deutl ich zu erkennen. Demnach  miissen 
naeh (68)-(70) auch die Ref lexverschiebungen fiir beide 
Modelle merldich verschieden sein, falls m a n  nur  
S t r eukammern  mi t  geniigend hohem Aufl6sungsver- 
m6gen benutzt .  Es ist wieder nur  eine Frage der Mess- 
genauigkeit ,  ob diese Gradienten der St rukturfaktoren  
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Fig.  3. Die S t r u k t u r a m p l i t u d e n  f(bh) in den G i t t e r p u n k t e n  bh des rez iproken Git ters .  Sie un te r sche iden  sich in en t sp rechenden  
G i t t e r p u n k t e n  y o n  ModeU zu Modell  h6chst~ns u m  das  Vorzeichen.  Der  Kreis  u m r a n d e t  den  G i t t e r p u n k t  b ---- 0. 
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Fig.  4. Die be iden  K o m p o n e n t e n  des Vek~ors Gradh z ~ ft~/fh in j e d e m  y o n  Nul l  versch iedenen  Ref lex ,  jewei ls  durch  zwei 
nebene inande r s t ehende  Zahlen darges te l l t  (vgl. Gleichungen (67) u n d  (72)). Die  expe r imen ted  beobaeh tba re ,  dureh  Gleiehung 
(66) oder  (68) gegebene  Ref lexver seh iebung  d is t  p ropor t iona l  zu diesen Zahlen  und  d a r u m  ftir beide  Modelle verschieden.  
w---- 8zr/3V3. 
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aus dem Experiment genau genug ermittelt werden 
kSrmen. Ist dieses der Fall, so bietet es keine Schwierig- 
keit, etwa nach dem in § II  gegebenen Verfahren die 
Strukturanalyse eindeutig und hypothesenfrei durch- 
zuffihren. 

D I E  B E R E C H N U N G  D E R  Q o - F U N K T I O N  

ANHANG I 

Zur Berechnun~, yon ~(~cg) 

Ist G(b)= ~(g) die Fouriertransformierte der Orts- 
funktion 9(x), so gilt ffir zwei beliebige Punkte br, b 
des Fourierraumes 

VII. Zur  exper imente l len  Verwirklichun~, des 
Verfahrens 

Es besteht kein Zweifel, dass eine mit ausreichender 
Genauigkeit vorzunehmende Bestimmung der Gra- 
dienten des Strukturfaktors in den einzelnen rezi- 
proken Gitterpunkten immer dann auf erhebliehe ex- 
perimentelle Sehwierigkeiten stossen wird, wenn die 
untersuehten Kristallite aus einer grossen Zahl yon 
Gitterzellen bestehen. Abgesehen hiervon kann man 
aus einer R6ntgenaufnahme aber stets nur die Kom- 
ponenten dieses Gradienten in derjenigen Ebene be- 
stimmen, die die Ewald'sehe Ausbreitungskugel in 
dem betrachteten reziproken Gitterpunkt tangiert. 
Bei Pulveraufnahmen kann man hiervon sogar nur die 
Komponente senkrecht zum jeweiligen Debyekreis 
erfassen. Indem man aber mindestens zwei (bezw. bei 
Pulveraufnahmen drei) Aufnahmen mit verschiedener 
RSntgenwellenl/~nge macht, gewinnt man schliesslich 
doch den gesuchten Gradienten. Es sind auch Ver- 
fahren denkbar, wo man aus mehreren derartigen 
Aufnahmen allein die Komponente des Gradienten i n  
einer durch b = 0 gehenden Ebene oder Geraden 
zusammen mit den betreffenden in dieser Ebene oder 
Geraden liegenden Strukturfaktoren zur Auswertung 
benutzt und damit die Projektion von Q0 auf diese 
Ebene oder Gerade allein weiter diskutiert und aus- 
wertet.Vereinfachend ist bei einem derartigen Verfahren 
in dem Determinantenquotienten (9) nur mit vier- 
reihigen bezw. zweireihigen Determinanten zu rechnen. 

Diese erheblichen experimentellen Schwierigkeiten 
dfirften vor allen bei komplizierten Strukturen nieht 
so sehr ins Gewicht fallen, wenn man die grosse und 
in vielem unsichere Auswertungsarbeit nach den alten 
Verfahren dadurch vereinfachen kann. Bei den bis- 
herigen Strukturanalysen benStigt man zu einer RSnt- 
genaufnahme kaum einen Tag und hat sodann fiber 
Wochen und Monate auszuwerten. Benutzt man da- 
gegen Streukammern weit hSherer Zeichensch/~rfe, die 
unter Benutzung yon SchmalfokusrShren und gebo- 
genen Kristallen durchaus mit ausreichender Bild- 
helligkeit gebaut werden kSnnen, so vereinfacht sich 
die Gesamtaufwendtmg denn0ch, selbst wenn zur 
Herstellung einer RSntgenaufnahme nun 1/~ngere Zeit- 
r/iume benStigt werden. W/~hrend dieses an sich lang- 
wierigen Belichtungsprozesses ist sozusagen schon ein 
grosser Teil der sp~teren Auswertungsarbeit vorweg- 
genommen werden und die Voraussetzung zu einer 
hypothesenfreien und direkt zum Ziel fiihrenden Aus- 
wertung etwa nach § II  vorbereitet werden. Grund- 
s/~tzliche Schwierigkeiten sind allein dann noch zu 
erwarten, wenn das Kristallgitter kein Symmetrie- 
zentrum hat. 

G(b,.) = 1 g(x) exp [-2:,'d(b,.x)]dv,~, 

G(b~) = f g(x) exp [-2zd(b~x)]d% . 

Ffihrt man im physikalisehen und im Fourierraum 
wieder das orthogonale Koordinatensystem (19) ein, 
so ist z .B.  

G(b,)-G(bs) 
brl-bn 

exp [-2~ri(b~x)]-exp [ - 2 ~ i  (bcv)] 
g(x) d% 

brl -bn 

Beim Grenzfibergang [b,.-bs]-+ 0 folgt hieraus, falls 
G analytisch ist: 

~G(b) I ab 1 2~i x 1. g(x) exp [ -2~i (bx)]d% . 

Ffihrt man hier den dutch (20) definierten Gradient~n 
yon G im Fourierraum ein, so folgt, was zu beweisen 
war: 

Grad G = - 2Jri.~ (xg). 

Entsprechend finder man in gleicher Weise 

Grad g = 2zd.~-l(bG) . 

ANIIANG II 

Zur Berechnung des Gestalttensors eines 
Paral le logramms 

Gegeben ein Parallelogramm mit den Kantenvektoren 
2L 1, 2L 2 und ein schiefwinkliges Koordinatensystem 

! t 
xl, x 2 parallel zu diesen Kanten, die den Winkel 
einschliessen mSgen, wobei der Mittelpunkt des 
Parallelogramms bei x~=x2=O liegt. Gegeben weiter- 
hin ein rechtwinkliges Koordinatensystem xl, x2, des- 
sen xl-Achse mit x~ den Winkel fl und dessen x 2- 
Achse mit x~ den Winkel 7 einsehliesst. Dann ist 

t 
x l = x  l c o s f l + x  2 s i n T ,  

¢ ! 

x 2 = x 1 sin fl+x2 cos 7 • 

Berficksichtigt man, dass die F1/iche des Parallelo- 
gramms gegeben ist durch 14[L1Le] ] = 4]Lll]L21 sin c~ 
und dass gilt 

= xlx~dx ~ dx~, 
• ' - - I L l [  q d - - [ L 2 l  

so folgt sofort 
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Ale = (LnL19+ L91L~)/3 , 
A n = (L~I+L~O/3, A ~  = (L~2+L~)/3. 

Dabei ist z. B. L19 die Komponente von L 1 in Richtung 
x 2. Liegen die t tauptachsen des Gestalttensors parallel 
zu x 1, x~, so ist Al~ = 0, also 

LnLI~ + L2IL~ ~ = 0 .  

Ffihrt man als neue Variable die Koordinaten ~1~2 
eines Punktes ~ und U1U9 eines Punktes ~ ein: 

~ = L ~ I ~ ,  

so gelten ffir die vier Unbekannten ~1, ~9, U1, U9 die 
drei Gleichungen 

Offensichtlich fiihrt hier der Ansatz 
2 2 = 

zum Ziel, wobei die auf dem Einheitskreis liegenden 
Punkte  ~ und ~7 durch die Nebenbedingung ~1~+ 
U1Ue = 0 an einander gekoppelt sind. In  Fig. 1 sind 
derartige zusammengehSrige Punktpaare durch @ • 

bezw. O O bezw. [] [] gekennzeichnet. Sie entsprechen 
den auf einer punktier t  eingetragenen Ellipse fiegenden 
Endpunkten  der bei x = 0 beginnenden Kantenvek- 
toren L 1, L 2 und sind in Fig. 1 gleichfalls als Pfeile 
eingezeichnet, wobei die Pfeilspitzen durch punktierte 
Linien mit  den entsprechenden Punkten '  ~, U ver- 
bunden sind. Es ergibt sich hieraus das schon im Text 
erw~hnte Resultat,  dass alle Parallelogramme, die den 
gleichen Gestalttensor haben, mit  allen vier Seiten eine 
Ellipse yon aussen beriihren miissen, deren Haupt-  
achsendurchmesser gegeben sind durch 2~/31T1[ und 

2V-31T21. 
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The Structures of the Plagioclase Felspars. II 
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The atomic coordinates for body-centred anorthite (72 %) have been refined by the method of least 
squares. The interatomie distances are recalculated and discussed. The results confirm that the 
fine-structure of body-centred anorthite is mainly due to a segregation of aluminium and silicon 
atoms into definite positions in the crystal lattice. 

1. Introduct ion 

The structure of albite (NaA1Si3Os), according to 
Taylor, Darbyshire & Strunz (1934), is essentially 
similar to tha t  of orthoclase. The other component 
of the plagioclase series, anorthite (CaA12Si2Os), has 
also a similar structure, but  weak subsidiary layer 
fines in X-ray oscillation photographs around the 
c axis indicate a duplication of the c axis length for 
tha t  component. Chao & Taylor (1940) reported tha t  
X-ray oscillation photographs around the c axis of a 
plagioclase crystal of intermediate composition (60% 
An) show pairs of weak subsidiary layer fines, located 
symmetrically about the positions of the single ones 
in a correspondin$ anorthite pattern. Cole, SSrum & 
Taylor (1951, here referred to as paper I) have de- 

scribed these subsidiary spectra in more detail. From 
oscillation photographs of a large number of plagio- 
clase crystals of known composition, varying from 
nearly pure albite to nearly pure anorthite, they 
concluded thkt  the ranges of true isomorphism at 
either end of the series extend to about 15% An and 
85% An respectively, tha t  an intermediate super- 
structure range exists between the limits 30 % An to 
72% An, whereas the remaining ranges from 15% to 
30 % An and from 72 % to 85 % An can be interpreted 
as disorder ranges. The results of preliminary heat- 
t rea tment  experiments were discussed and related to 
recent optical investigations on high-temperature and 
low-temperature plagioclases (see for example KShler, 
1949). 

A detailed investigation on the structure of the 


